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METHODOLOGY OF CRITICAL PLANE DETERMINATION
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ABSTRACT

Fatigue analysis is among the most challenging tasks
in engineering practice. Not only because of the
statistical nature of fatigue experiments, but the
numerous formulas available for fatigue parameter
calculation, which allows the engineers to compare the
actual stress and strain state of the parts to the results of
fatigue experiments. The situation becomes even more
complicated, if one is interested in the orientation of the
critical plane, on which the fatigue crack propagation is
anticipated. In this work a possible methodology of
critical plane is introduced.

1. BEVEZETES

A kifaradasra valo méretezés és ellendrzés a mérnoki
gyakorlat fontos eleme, mert a gépelemek jelentds része
ciklikus igénybevételnek van kitéve Midta a
jelenséget a 19. szazadban felismerték, a faradasi
elméletek nagyon sokat fejlodtek, de a tobbtengelyii, nem
aranyos terhelés esetén bekovetkezd tonkremenetel
meghatarozasa napjainkban is aktivan kutatott teriilet.
Ennek oka, hogy nem aranyos terhelés esetén mind a
fesziiltségi, mind az alakvaltozasi féiranyok valtoznak
egy terhelési ciklus soran, igy a repedés keletkezés és
terjedés szempontjabdl veszélyes sik meghatarozasa is
bonyolultabba valik. Ismert, hogy a repedés mikroszinten
nyirds hatasara keletkezik, mert a kristalyszerkezet
csuszosikjai nyirds hatdsara mozdulnak el [1]. Ebbdl
kifolyolag feltételezhetd, hogy azok a sikok lesznek
repedés keletkezés és ezzel egyidejiileg kifaradas
szempontjabol veszélyesek, amelyeken a nyirofesziiltség
és/vagy a nyir6 alakvaltozas a legnagyobb értéket veszi
fel. Bar a repedés keletkezés mikroszinten torténik, ahol
az anyag a kristalysikokat és a szemcsék méretét tekintve
erdsen inhomogén €s anizotrop, a mérnoki gyakorlatban
a fesziiltség- és alakvaltozasi allapotot makroszinten
ismerjilk és homogén, altaldban izotrop anyagot
tételeziink fel. Tekintve azonban, hogy acélok esetén a
szemcseméret um-es nagysagrendbe esik [2], mig
mechanikai oldalrdl a vizsgalhat6 legkisebb térfogat a
mm?-es tartomanyba, igy a makroszinten vizsgalt sik

nagyszamu azonos vagy kozel
megegyezo 10j0 csuszosikot  talalunk,
amelyekben a cstszas nyiras hatasara 1étrejon. A repedés
terjedése szempontjabol az esetek tobbségében azonban
a normalfesziiltség valik meghatarozova, mivel a mar

makroszintli, a szemcseméret tobbszorosét meghalado
méretli repedést az igénybevétel repedéssikra merdleges
komponense fogja ,,nyitni”.

Az elsd kritikus sik meghatarozéasan alapuld faradasi
modellt Findley publikalta, és munkajaban 6 is a nyiras
hatasat tartotta fontosnak [3]. Azota tobb kutatd is
publikalt kiilonboz6 elven alapulé modelleket, amelyek
harom f6 kategoriaba sorolhatok: fesziiltségi modellek,
alakvaltozasi modellek ¢és energiaalapi modellek,
amelyek kombinaljak a fesziiltség ¢s alakvaltozas
hatasat. A fesziiltségi modellek altalaban egytengelyii
igénybevétel és nagyciklust faradas esetén mutatnak jo
egyezést a kisérleti eredményekkel. Az alakvaltozas
alapu modellek szintén féleg egytengelyti igénybevétel
és kisciklust faradas esetén hasznalatosak, mig az
energia alapt modelleket Osszetett, nem ardnyos
igénybevétel esetén alkalmazzdk kis- és nagyciklust
faradas esetén egyarant. Az eddig publikalt modellek
jelentds része a témat attekintd [4] és [5] munkakban
megtalalhatok. Ebben a munkaban a tovabbiakban az
altalanos esetben jobban alkalmazhatd energia alapt
modellekkel fogunk foglalkozni, de minden megallapitas
érvényes a fesziiltség és alakvaltozas alapti modellekre
egyarant.

A kritikus sik modellek kozos tulajdonsaga, hogy a
vizsgalt anyagi pontban meghatarozott fesziiltségi és
alakvaltozasi matrix alapjan kiszamitjuk egy adott
komponenst €és ezekbdl az értékekbdl szamitjuk az
alkalmazott elméletnek megfelelden az adott sikra
érvényes faradasi paramétert (FP). Ezt a vizsgalatot az
orientaciot diszkrét értékekben valtoztatva tobb sikra is
elvégezziik ugy, hogy lefedjiik lehetséges orientaciok
teljes halmazat, majd a legmagasabb paraméter értékkel
jellemzett sikot tekintjiikk kritikusnak. A tovabbiakban
feltételezzilk, hogy ez a sik, vagy az anyagi
inhomogenitasokat és a féiranyok forgasat figyelembe
tonkremenetelt okoz6 repedésnek, a kapott paraméter
értékét pedig felhasznaljuk az élettartam meghataro-
zasara, Osszehasonlitva azt egy kisérletileg megallapitott
élettartam gorbével. Mivel az ismertetett metddus
szamitasi igénye jelentOs és a repedés keletkezését és
terjedését sok, a szamitasokban figyelembe nem vehetd
tényez6 (anyaghiba, szennyezddés stb.) befolyasolja, igy
ebben a cikkben egy, a gyakorlatban is alkalmazhatd
metddus keriil bemutatasra.
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2. A FARADASI PARAMETER

MEGHATAROZASA
A metodus ismertetéséhez a Jiang és Sehitoglu altal
javasolt faradasi paraméter keriilt felhasznalasra,
melynek alakja a kovetkezo [6]:
Ae
FP=7amax+]-Ay-AT, €8]

ahol Ae a vizsgalt sikon ébredd normal alakvaltozas
tartomany, 0y, a maximalis normalfesziiltség, | a
nyiras hatasat figyelembe vevo tényezd, értéke altalaban
0,18 és 0,25 kozott valtozik, Ay €és At rendre a nyird
alakvaltozas ¢és fesziiltség tartomany. A paraméter
meghatarozasahoz ismerni kell a vizsgalt pontban az
alakvaltozas ¢és fesziiltség torténetet egy teljes terhelési
ciklus esetére. Ezt végeselem modszer alkalmazasa
esetén az algoritmus az elem integralasi pontjaiban
hatdrozza meg, innen szamithaté interpolacioval és
atlagolassal az elem kdzéppontjara vagy a
csomopontokra a  felhasznalé  igényei  szerint.
Megjegyzendd, hogy fesziiltség és alakvaltozas esetén a
pontossag rendje megegyezik az elmozdulasmezd
pontossagaval, amennyiben az interpolaciés polinom
fokszamaval megegyezd rendli Gauss pontokban
szamitjuk [7]. Ez azt jelenti, hogy amennyiben linearis
sik elemet hasznalunk, ahol a merevségi matrix pontos
integralasdhoz  2x2-es  Gauss  kvadratarat  kell
alkalmaznunk, a szarmaztatott mennyiségek pontossaga
az egy renddel kisebb Gauss pontban, vagyis az elem
kozepén lesz pontosabb. Szintén fontos megemliteni,
hogy amennyiben kifaradasra ellenérziink, kiemelten
fontos az eredményeket illetéen konvergencia vizsgalatot
végezni, mert kis valtozas a fesziiltségekben nagy eltérést
képes okozni a varhato élettartamot illetden az élettartam
gorbe exponencialis jellegébdl adoddan. Miutdn a
fesziiltség ¢és alakvaltozas torténetet kell pontossaggal
meghataroztuk a vizsgalt pontban, kiszamitjuk az (1)-es
Osszefiiggéssel definialt paraméter értékét diszkrét

s

definialjuk, amely a kovetkez6 alakban irhat6 fel:

, (2)

sinf sing

sin6 cosg
- |
cosf

ahol 6 € [0,7/2] y tengely menti forgatast valdsit meg,
mig ¢ € [0,27] z tengely menti forgatast az 1. abranak
megfelelden. A szdgtartomanyokbol lathato, hogy csak a
pozitiv z iranyu térfelet fedi le a vizsgalat, mivel a negativ
térfélen ugyanazokat a sikokat kapjuk, csak ellentétes
kivalasztasat kovetden az (1)-es Osszefiiggésben szerepld
mennyiségek kozil el6szor meghatarozzuk az adott sikon
ébred6 maximalis normalfesziiltséget:

ahol a(t;) a fesziiltség tenzor az i-edik iddpillanatban (a

hasznalt Osszefiiggésekben az aldhuzas nélkiili,
vékonyan szedett mennyiségek skalar értékiek, egy
alahuzassal jeloljiik a vektor és két alahuzassal a tenzor
mennyiségeket).

y

1. abra. Sik normalisanak definicidja.

Az  (1)-es  Osszefiiggésben  szerepld  tovabbi

mennyiségeket az alabbi algoritmus segitségével
hatarozzuk meg:

t,(t) = a(t) n, (4a)

te(t) = £(t) ' n, (4b)

o(t) = t,(t)m, (40)

e(ty) = t:(t) - m, (4d)

a(t) =o(t) n, (4e)

£t =) m, 41)

T(t) = t,(t) —a(ty), (49)

y(t) = t:(t) — £(ty), (4h)

ahol t,(t;) és t.(t;) az n normalvektorral definialt sikhoz
tartozo fesziiltség és alakvaltozas vektorok, o €s ¢ rendre
a normalis iranyu fesziiltség és alakvaltozas, 7 és y pedig
a sikba es6 nyiro fesziiltség és alakvaltozas komponens.
Mind a faradasi paraméter €s a hozza tartozo kritikus
sik meghatarozasanak pontossaga ebben a fazisban fligg
a sik definialasanal alkalmazott sz6gosztas 1épéskdzének
nagysagatol. Mivel a szdmitasi kapacitas és a szogosztas
[épéskoze kozott exponencialis az Osszefiiggés [8], igy a
szogosztast  felére csokkentve a  szamitasigény
négyzetesen fog novekedni. Ennek kikiiszobolésére egy
optimalizalt algoritmus keriilt kidolgozasra, amely elsé
lépésben egy nagyobb 1épéskdzzel kozelitd becslést ad a
faradasi paraméter eloszlasara a szogek fiiggvényében,
majd az igy szamitott legnagyobb érték kozelében egy

Omax = Max [(g (DK ﬂ) : E] , (3)  finomitott keresést végez a pontos érték meghatarozasara
[8]. Ezzel a mddszerrel a szamitasigény jelentdsen
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csokkenthetd. Az emlitett kétlépcsds algoritmus esetén a
miiveleti igény a kdvetkez6 sszefiiggéssel jellemezheto:

0P, = (Divly - Divl,+Div24 - Div2,)-m?  (5)

A fenti képletben Divly és Divl,, a szdglépések szama
a kozelité szamitas esetén, mig Div2g és Div2, pedig a
szdglépések szama a finomitott tartomany vizsgalatakor,
m pedig az adatpontok szama egy cikluson beliil, ami a
tranziens szamitds soran alkalmazott id6élépések
szamaval egyezik meg. Ha az (5)-0s Osszefliggést a
szoglépések szama helyett a szoglépés nagysagaval
fejezziikk ki, valamint feltesszik, hogy a masodik
1épésben a legnagyobb érték koriili finomitott tartomany
mérete megegyezik az elsd Iépésben alkalmazott
szoglépés kétszeresével (mivel a maximalis érték koriil
mindkét iranyban végrehajtjuk a finomitott keresést), és
utobbi esetén a szoglépés 1°, akkor az Osszefliggés a
kovetkezoképpen modosul:

_( 32400 4- StepSize?) - m? 6
B (StepSize2 + tepsize ) ms (6
ahol a StepSize paraméter jeloli a szoglépés nagysagat. A
(6)-os Osszefiiggés esetén kényelmi okokbol a szogeket
radian helyett fokban helyettesitettiik. Ezzel az atirassal
analitikusan ~ megkereshet6 a  szamitasi  igény
szempontjabol legoptimalisabb szoglépés nagysaga. A
(6)-0s 0sszefliggést derivalva majd a derivaltat egyenlové
téve 0-val az optimalis szoglépés nagysaga az elsd
fazisban 9,487°. Ahhoz, hogy mind az elézetes keresés,
mind a finomitott fazis esetén egész szamu szoglépést
lehessen hasznalni, a /0°-0s szoglépés javasolt. Ezzel a
valasztassal a szamitasi igény 40-ed részére csokken
ahhoz képest, mintha a teljes tartomanyt egy 1épésben 7 °-
s lépésenként vizsgalnank at, azonban a kapott
eredmények pontossaga nem valtozik. Ezzel az
¢lettartam  meghatarozasahoz  sziikséges  faradasi
paraméter értékét kell6 pontossaggal meghataroztuk, a
kritikus  sik  meghatiarozdsa  azonban  tovabbi
megfontolasokat igényel, amit a kdvetkezd fejezetben
fogunk ismertetni.

3. A KRITIKUS SiK MEGHATAROZASA

A kritikus sik meghatarozdsa azon a feltevésen
alapszik, hogy a tonkremenetelt okoz6 repedés a
legnagyobb faradasi paraméterrel jellemzett sikon fog
terjedni. A fesziiltségi ¢és alakvaltozasi jellemzoket
homogén anyagot feltételezve hatarozzuk meg, azonban
a szerkezeti elemek mind tartalmaznak anyaghibakat,
szennyez® anyagokat és egyéb, a lokalis fesziiltségi €s
alakvaltozasi allapotot befolyasolo tényezdket, amelyek
fesziiltségesucsokat ~ okoznak,  akadalyozzak  a
diszlokaciok mozgasat, ezzel gatolva a repedés
terjedését. Ehhez tarsul még a foiranyok valtozasa is nem
aranyos terhelés esetén. Ez a hatas jol megfigyelheto a 2.
abran, ahol egy farasztovizsgalat soran eltort probatest
lathatd [9]. A vizsgalat soran az EN-GJS-500-14
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ontottvasbol készitett probatest terhelése kombinalt
huzas és csavaras volt aranyos terheléssel, és a torés 160
ciklus utan kovetkezett be. Jol lathato, hogy bar a terhelés
allandé volt, a repedés a fentebb emlitett okok miatt
tobbszor is iranyt valtott a vizsgalat soran. Ez alapjan
helyénvaldbbnak tiinik a

2. dbra. EN-GJS-500-14 probatest tonkremenetele
kombindlt hiizds-csavaras esetén [9].

repedés  sikjara  vonatkozdan egy  lehetséges
szogtartomanyt kijeldlni, amely orientaciok kozott a
veégso torést okozo repedés terjedni fog. Ez torténhet FP
maximalis értékéhez tartozo sik orientaciojatol valo, %o-
ban kifejezett eltérés megadasaval, vagy az eldzetes
szamitassal felvett paraméter térkép segitségével, amikor
a lehetséges orientacidkat a faradasi paraméter maximalis
értékétél valo eltéréssel definidljuk. A 2. abran
bemutatott farasztévizsgalathoz tartozo térkép lathatd a
3. abran, amit J=0,2 értéket valasztva kaptunk. Az abra
jol mutatja, hogy FP maximalis értéke koriil, amit a
sikgdrbén a piros csticsok jelentenek, FP értékével
aranyosan kijelolhetd egy szogtartomany, amin beliil a
repedés az  inhomogenitdsok  okozta  lokalis
fesziiltséggylijtdé helyek miatt kialakulhat, illetve
terjedhet. Ebben a példaban ezt a tartomanyt /0%-ban
megvalasztva azt mondhatjuk, hogy mivel FP, ., =
6,8 MPa, igy 6,12-6,8MPa értékkel rendelkez6 sikokon
varhat6 a repedés terjedése. Az elézetes szamitas alapjan
FP maximalis értéke a 6 = 90°és ¢ = 40°o0s
attekinthet6bb modon szemléltethetjiik, ha az egyik szog
allando értékénél a 3. abran lathatd térgdrbébol
kimetsziink egy sikot és azt értékéhez tartozé szdgek
esetén.
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3. abra. Paraméter térkeép.

Az abrakon jol latszik, hogy FP [0%-o0s tartomanya
esetén 6 € [75°,105°], mig ¢ € [22°,50°]. A 2. dbran
41°nak mérték, az ebben a cikkben ismertetett
modszerrel FP maximalis értéke ¢ = 35°-nal adodott (a
6 szdg a probadarab anyagvastagsaga mentén [an
definialva, igy itt nem ellendrizheté). Ha figyelembe
vessziik az 5. abran kijelolt tartomanyt, vagyis, hogyya
repedés 22° ¢és  50° kozott  varhato, alg%gor
megallapithatjuk, hogy az elérejelzésiink helyes volt és a
repedés valdban ebben a tartomanyban varhato.

FP [MPa]

YN

611

50 100 150
4. abra. FP valtozasa 0 fiiggvényében a ¢ = 40°-{)é]
stkon.

FP [MPa]

N

6F

S5k

-

50 100 150 40
5. abra. FP valtozasa ¢ fiiggvényében a 8 = 90°-os
sikon.
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4. OSSZEFOGLALAS

Ebben a cikkben a kritikus sik meghatarozasara
szolgaldo modszer keriilt ismertetésre. A faradasi
paraméter meghatarozasa egy kétlépéses algoritmus
segitségével tortént, amivel jelentds szamitdsi kapacitds
takarithatd meg, és felvehetd egy paraméter térkép,
amely segitségével a repedés varhatd orientacidja
meghatdrozhatd,  figyelembe véve az  anyag
inhomogenitasait és a féiranyok valtozasat egyarant. Az
eredmények ismeretében a kovetkezd konkluzidk
vonhatok le:

e szamitasi igény szempontjabol a legoptimalisabb
valasztas, amennyiben az elsé fazisban 10°-os
szoglépést alkalmazunk.

e Azebben a cikkben felhasznalt mintapélda esetében
FP maximalis értékétdl 10%-os eltérést feltételezve
a vizsgalat soran keletkezett repedés az elézetesen
felvett tartomanyba esik.
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